IV Всероссийская смена «Юный математик»

Турнир математических игр

Математическая игра «Пенальти»
Условия и решения. Младшая лига. 10 сентября 2008 года

1. При каком наименьшем натуральном K возможно равенство 
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 (одинаковые буквы – одинаковые цифры, разные буквы – разные цифры)? Приведите ответ и какое-нибудь решение получающегося ребуса. (2, при этом перебор показывает, что возможен только один случай - 2(6823=13646)
2. Кролик заметил следующую закономерность. Винни-Пух пришёл к нему в гости 12 раз, при этом каждый следующий визит приходился на первое число следующего по алфавиту месяца (первый раз они встретились 1 августа). Сколько месяцев прошло между первым и двенадцатым визитами Винни? (101 месяц. Выпишем месяцы в алфавитном порядке с указанием следующего по порядку года «август (1), апрель, декабрь (2), июль (3), июнь (4), май (5), март, ноябрь (6), октябрь (7), сентябрь (8), февраль (9), январь (10)». Т.о., прошло 8 полных лет от августа до августа, да ещё плюс 5 месяцев, т.е. всего 8(12+5=101 месяц.)
3. Грани игрального кубика занумерованы числами от 1 до 6 так, что сумма чисел на любых двух противоположных гранях равна 7. Из 27 таких кубиков выложен куб 3(3(3. Какое наименьшее значение может принимать сумма чисел, написанных на поверхности получившегося куба? (90. На поверхность каждой грани в центре выходит 1 кубик, у которого видна только одна эта грань. Сумма видимых на них чисел будет минимальной, если каждое видимое число равно 1. Кроме того, на каждом из 12 рёбер есть один кубик с двумя видимыми гранями (сумма минимальна, если на этих гранях видны 1 и 2), а в каждой из вершин есть кубик с тремя видимыми гранями (сумма минимальна, если видимыми числами будут 1, 2 и 3 — это всегда возможно, потому что никакие две из этих трёх граней не противоположны). Тогда минимальная сумма равна 6(1+12((1+2)+8( (1+2+3) = 90.)
4. Найдите наименьшее натуральное число, десятичную запись которого можно разбить на несколько частей, дающих в произведении 2008. (2518, т.к. 2008=251( 8)
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5. Какой треугольник надо взять, чтобы после проведения в нём одного отрезка на чертеже можно было бы указать все известные виды треугольников: равносторонний, равнобедренный, разносторонний, прямоугольный, остроугольный, тупоугольный? Приведите чертеж с указанием всех важных параметров. (Треугольник с углами 30(, 60( и 90(. В нём из прямого угла надо провести отрезок, делящий этот  угол на углы 30( и 60(.)
[image: image8.png]


6. Найдите наименьшее чётное натуральное число, которое нельзя представить в виде суммы двух натуральных слагаемых, каждое из которых состоит из нечётных цифр. (220. Однозначное чётное натуральное число можно представить как 
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a=1+(a-1), двузначное с первой чётной цифрой - 
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, двузначное с первой нечётной цифрой, не оканчивающееся на 0,  - 
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, двузначное с первой нечётной цифрой, оканчивающееся на 0 и отличное от 10, - 
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, само число 10=1+9. Трёхзначные числа вида 
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, все остальные трёхзначные, начинающиеся с 1, – добавлением 1 в разряд сотен к двузначному числу из разложения числа, на 100 меньшего. Трёхзначные числа от 200 до 218  представляем через 199 (т.е. фактически добавление 1 к 99 из разложения числа, на 100 меньшего). Если бы 220 удалось представить нужным образом, то эти бы слагаемые были бы не однозначными числами, последние цифры которых в сумме давали бы 10, значит, предпоследние цифры в сумме бы давали 1 или 11, что для двух нечётных цифр невозможно.)

7. Отметьте на плоскости 6 точек так, чтобы любые три из них лежали в вершинах равнобедренного треугольника. (правильный пятиугольник и его центр)

8. Найдите наибольшее натуральное число из различных цифр такое, что у любой пары соседних цифр НОК (наименьшее общее кратное) является однозначным числом. (93628417. Цифра 0 в этом числе присутствовать не может, а цифры 5 и 7 могут стоять только рядом с 1, значит, в этом числе не более 8 цифр.)
9. Разбейте циферблат часов с помощью двух отрезков  на 3 части так, чтобы суммы чисел в этих частях были равными.(11+12+1+2=5+6+7+8=3+4+9+10)
10. Дано 101 различное натуральное число. Известно, что среднее арифметическое любых десяти чисел – целое число. Какое минимальное значение может принимать наибольшее число набора? (1001. Так как при замене любого числа некоторой десятки на любое другое сумма остаётся кратной 10, то у всех этих чисел при делении на 10 одинаковые остатки. Но тогда у нас наибольшее число не меньше 1+100(10=1001. В качестве примера подойдут первые 101 число с остатком 1 при делении на 10, т.е. оканчивающиеся на 1, - 1, 11, 21, …, 1001.)
11. Величина одного из углов треугольника равна среднему арифметическому двух других углов. Какие значения может принимать этот угол? (60(. Сумма двух других углов в два раза больше нужного нам, значит, сумма всех трёх углов треугольника (180() равна утроенному нужному нам углу.)

12. В клетчатом квадрате 10(10 закрашивают по одной клетке, вписывая в каждую только что закрашенную клетку число её ранее закрашенных соседей (по стороне). Какие значения может принимать сумма всех написанных чисел? (180=2(9(10. Сумма написанных чисел равна количеству перегородок между клетками этого квадрата.)

13.  На острове рыцарей и лжецов (рыцари всегда говорят правду, лжецы - лгут) у компании из 5 аборигенов было 10 монет. Первый заявил: «У меня – 1 монета», второй: «У меня – 2 монеты», …, пятый: «У меня – 5 монет». Сколько могло быть среди них лжецов? (от 1 до 5 лжецов. Все быть рыцарями не могли, т.к. иначе у них было бы 1+2+3+4+5=15 монет – противоречие. А каждый из пяти других вариантов возможен, например: 1 лжец – пятый (0 монет); 2 лжеца – первый, четвёртый (по 0); 3 лжеца – первый, второй (по 0), третий (1); 4 лжеца – первый, второй, третий (по 0), четвёртый (5); все 5 лжецы – первый (10), остальные (по 0).)
14. (Шведская олимпиада, 1997)  Сколько решений имеет уравнение [x]:{x}=2008?  ([x] – это целая часть числа x, т.е. наибольшее целое число, не превосходящее x, а {x} – дробная часть числа x, т.е. {x}=x–[x].) (2007. Заметим, что {x}=[x]:2008, значит, [x] – это целое число, дающее при делении на 2008 число в промежутке [0;1). Тогда [x]  может быть любым целым числом от 0 до 2007. Но т.к. на {x} делят, то {x}(0, значит, всего 2007 вариантов. Дробная часть определяется однозначно, а по ней уже и само число x, причём все эти x будут разными, т.к. у них разная дробная часть.)

15. Можно ли из всех 10 цифр составить 2 пятизначных числа так, чтобы одно делилось на другое? (да, например, 41358(20679. При построении примера лучше действовать методом «Анализ с конца», подбирая числа из разных цифр, умножая меньшее на 2.)
16. В клетки квадратной таблицы n(n вписали в порядке возрастания (сначала заполнили слева направо первую строку, потом вторую и т.д.) числа от 1 до n2. При каких натуральных n можно выбрать 5 клеток таблицы, образующих крест, так, чтобы сумма записанных в них чисел равнялась 250? (8(n(48  и не равно 10, 25. В любом кресте из 5 клеток число в левой клетке на единицу меньше, а в правой – на единицу больше числа, стоящего в центральной клетке, число в верхней клетке на n меньше, а в нижней – на n больше, чем в центральной клетке. Таким образом, сумма чисел в пяти клетках креста ровно в 5 раз больше числа в его центральной клетке, то есть если сумма чисел в кресте равна 250, то в его центре должно быть число 50, но чтобы такой крест существовал, число 50 не должно оказаться с краю, а это возможно при n+2(50(n2-n-1 (т.е. число 50 не попадёт в крайние строки)  и тогда, когда 50 не имеет при делении на n остатков 0 и 1 (т.е. число 50 не попадёт в крайние столбцы). Значит, 8(n(48  и не равно 10, 25.)  
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