
�¥áâ®© �¦ë© ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨© âãà¨à

��� "�à«ñ®ª", 12-18.09.2011

�¨£  "�à ¤", 3 âãà. 16.09.2011

1. �à¨ ®ªàã¦®áâ¨ k1, k2, k3 ¯®¯ à® ª á îâáï ¤àã£ ¤àã£  ¢¥è¨¬ ®¡à §®¬. � ®ªàã¦-

®áâïå ¯à®¢¥¤¥ë ¤¨ ¬¥âàë A1B1, A2B2, A3B3 â ª¨¥ çâ® ¢¥ªâ®àë
���!
A1B1,

���!
A2B2,

���!
A3B3 á® ¯à -

¢«¥ë¥. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯àï¬ë¥ A1B2, A2B3, A3B1 ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ ®¤®© â®çª¥.

2. � ©¤¨â¥ ¢á¥ äãªæ¨¨ f : N! N â ª¨¥ çâ® af(a)+bf (b)+2ab ï¢«ï¥âáï â®çë¬ ª¢ ¤à â®¬

¤«ï «î¡ëå  âãà «ìëå a; b.

3. � £®à®¤ ¯à¨¢¥§«¨ 200 ¡®ç¥ª ª¢ á . �ïâ¥à® §«®¤¥¥¢ ¯®¤áë¯ «¨ ¢ ®¤ã ¨§ ¡®ç¥ª ï¤.

�á«¨ ç¥«®¢¥ª ¢ë¯¨¢ ¥â ª¢ á á ï¤®¬, â® ¢ â¥ç¥¨¥ áãâ®ª ® ã¬¨à ¥â. �«®¤¥¨ ¡ë«¨ ¯®©¬ ë, ¨

£®à®¤áª¨¥ ¢« áâ¨ å®âïâ ¢ëïá¨âì, ª ª¨¥ ¡®çª¨ ¬®¦® ¯ãáª âì ¢ ¯à®¤ ¦ã. �«ï íâ®£® ®¨ ¬®£ãâ

¤ ¢ âì ¢ë¯¨âì ª¢ á ¨§ «î¡®© ¡®çª¨ «î¡®¬ã §«®¤¥î. � ª®¥  ¨¡®«ìè¥¥ ç¨á«® ¡¥§®¯ áëå ¡®ç¥ª

¬®¦® ®¯à¥¤¥«¨âì §  ¤¢®¥ áãâ®ª?

4. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢¥é¥áâ¢¥®¥ ç¨á«® x ï¢«ï¥âáï æ¥«ë¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤«ï

ª ¦¤®£®  âãà «ì®£® n ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® [x] + [2x] + [3x] + : : :+ [nx] =
n([x]+[nx])

2
.

5. � ë ¯®«®¦¨â¥«ìë¥ ç¨á«  x1, : : : , xn, áã¬¬  ª®â®àëå à ¢  n. �®ª ¦¨â¥ ¥à ¢¥áâ¢®

x1

x2
+
x2

x3
+ : : :+

xn

x1
+ n > 2(

p
x1 +

p
x2 + : : :+

p
xn):

6. �á¥ áâ®à®ë ¨ ¤¨ £® «¨ ¢ë¯ãª«®£® n-ã£®«ì¨ª  ¯®ªà è¥ë ¢ 2 æ¢¥â . �®ª ¦¨â¥, çâ®

 ©¤¥âáï ¥ ¬¥¥¥
�
n+1
3

�
®¤®æ¢¥âëå ®âà¥§ª®¢, ¨ª ª¨¥ ¤¢  ¨§ ª®â®àëå ¥ ¨¬¥îâ ®¡é¨å â®ç¥ª

(¤ ¦¥ ¢¥àè¨ë).

7. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯«®é ¤ì ¢ë¯ãª«®£® ¯ïâ¨ã£®«ì¨ª , ¤«¨ë áâ®à® ª®â®à®£® à ¢ë

a1; a2; : : : ; a5, ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â
1
5

P

16i<j65

aiaj .

8. �® à §ë¥ áâ®à®ë ®â ¯«®áª®áâ¨ âà¥ã£®«ì¨ª  ABC à á¯®«®¦¥ë â®çª¨ S ¨ P â ª¨¥,

çâ® SA = SB = SC ¨ PA ? PB, PB ? PC, PC ? PA. �§¢¥áâ®, çâ® ®¡êñ¬ ¯¨à ¬¨¤ë

PABC ¢¤¢®¥ ¡®«ìè¥ ®¡êñ¬  ¯¨à ¬¨¤ë SABC. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯àï¬ ï SP ¯à®å®¤¨â ç¥à¥§

â®çªã ¯¥à¥á¥ç¥¨ï ¬¥¤¨  âà¥ã£®«ì¨ª  ABC.

9. �ãáâì n > 10. �¥àè¨ë £à ä  | âà¥åí«¥¬¥ââë¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢  ¬®¦¥áâ¢  f1; 2; : : : ;
ng. �¥¡à®¬ á®¥¤¨¥ë ¤¢  ¯®¤¬®¦¥áâ¢ , ¥á«¨ ¨å ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ á®¤¥à¦¨â ¥ ¡®«¥¥ ®¤®£® í«¥-

¬¥â . � ©¤¨â¥  ¨¬¥ìè¥¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ªà á®ª, ¢ ª®â®à®¥ ¬®¦® ®ªà á¨âì ¢¥àè¨ë £à ä 

â ª, çâ®¡ë ¢¥àè¨ë, á®¥¤¨¥ë¥ à¥¡à®¬, ¡ë«¨ ®ªà è¥ë ¢ à §ë¥ æ¢¥â .

10. � §«¨çë¥  âãà «ìë¥ ç¨á«  a, b, c, d ¬¥ìè¥ ¯à®áâ®£® ç¨á«  p. �ª § «®áì, çâ® ç¨á« 

a4, b4, c4, d4 ¤ îâ ®¤¨ ª®¢ë¥ ®áâ âª¨ ¯à¨ ¤¥«¥¨¨   p. �®ª ¦¨â¥, çâ® a2+b2+c2+d2 ¤¥«¨âáï

  a+ b+ c+ d.



�¥áâ®© �¦ë© ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨© âãà¨à

��� "�à«ñ®ª", 12-18.09.2011

�à¥â¨© âãà. �à¥¬ì¥à-«¨£ . 16 á¥âï¡àï 2011 £.

1. �¨á«  b1, b2, : : : , bn { ¯¥à¥áâ ®¢ª  à §«¨çëå ¯®«®¦¨â¥«ìëå ç¨á¥« a1, a2, : : : , an.

�®ª ¦¨â¥, çâ® (a21 + b1)(a
2
2 + b2) : : : (a

2
n
+ bn) > (a21 + a1)(a

2
2 + a2) : : : (a

2
n
+ an).

2. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢¥é¥áâ¢¥®¥ ç¨á«® x ï¢«ï¥âáï æ¥«ë¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤«ï

ª ¦¤®£®  âãà «ì®£® n ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® [x] + [2x] + [3x] + : : :+ [nx] =
n([x]+[nx])

2
.

3. �® à §ë¥ áâ®à®ë ®â ¯«®áª®áâ¨ âà¥ã£®«ì¨ª  ABC à á¯®«®¦¥ë â®çª¨ S ¨ P â ª¨¥,

çâ® SA = SB = SC ¨ PA ? PB ? PC ? PA. �§¢¥áâ®, çâ® ®¡êñ¬ ¯¨à ¬¨¤ë PABC ¢¤¢®¥

¡®«ìè¥ ®¡êñ¬  ¯¨à ¬¨¤ë SABC. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯àï¬ ï SP ¯à®å®¤¨â ç¥à¥§ â®çªã ¯¥à¥á¥ç¥¨ï

¬¥¤¨  âà¥ã£®«ì¨ª  ABC.

4. �®çª¨ D, E, F { á¥à¥¤¨ë áâ®à® BC, CA, AB âà¥ã£®«ì¨ª  ABC á®®â¢¥âáâ¢¥®.

�®ª ¦¨â¥, çâ® \DAC = \ABE â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  \AFC = \BDA.

5. � â ¡«¨æ¥ 2011�2011 ª ¦¤ ï ª«¥âª  (x; y) § ¤ ¥âáï ®¬¥à ¬¨ x ¨ y ¥¥ áâ®«¡æ  ¨ áâà®ª¨.
�¥ª®â®àë¥ ª«¥âª¨ § ªà è¥ë. �ãáâì Si;j { ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å § ªà è¥ëå ª«¥â®ª (x; y), ¤«ï

ª®â®àëå x 6 i ¨ y 6 j. �  ç «¥ ¢ ª ¦¤ãî § ªà è¥ãî ª«¥âªã (i; j) § ¯¨áë¢ îâ ª®«¨ç¥áâ¢®

jSi;jj ª«¥â®ª ¢ ¬®¦¥áâ¢¥ Si;j . �  n-¬ è £¥ ¢ ª ¦¤ãî § ªà è¥ãî ª«¥âªã § ¯¨áë¢ îâ áã¬¬ã

¢á¥å ç¨á¥«, áâ®ïé¨å ¢ ª«¥âª å ¬®¦¥áâ¢  Si;j ¯®á«¥ (n � 1)-£® è £ . �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯®á«¥

ª ª®£®-â® è £  ¢á¥ ç¨á«  ¢ § ªà è¥ëå ª«¥âª å ¡ã¤ãâ ¥ç¥âë.

6. � £®à®¤ ¯à¨¢¥§«¨ 200 ¡®ç¥ª ª¢ á . �ïâ¥à® §«®¤¥¥¢ ¯®¤áë¯ «¨ ¢ ®¤ã ¨§ ¡®ç¥ª ï¤. �á«¨

ç¥«®¢¥ª ¢ë¯ì¥â ª¢ á á ï¤®¬, ® ¢¥§ ¯® ã¬àñâ ¢ ª ª®©-â® ¬®¬¥â ¢ â¥ç¥¨¥ ¡«¨¦ ©è¨å 23

ç á®¢. �«®¤¥¨ ¡ë«¨ ¯®©¬ ë, ¨ £®à®¤áª¨¥ ¢« áâ¨ å®âïâ ¢ëïá¨âì, ª ª¨¥ ¡®çª¨ ¬®¦® ¯ãáª âì

¢ ¯à®¤ ¦ã. �«ï íâ®£® ®¨ ¬®£ãâ ¤ âì ¢ë¯¨âì ª¢ á ¨§ «î¡®© ¡®çª¨ «î¡®¬ã §«®¤¥î ¢ «î¡®¥

¢à¥¬ï. � ª®¥  ¨¡®«ìè¥¥ ç¨á«® ¡¥§®¯ áëå ¡®ç¥ª ¬®¦® ®¯à¥¤¥«¨âì §  ¤¢®¥ áãâ®ª?

7. � §«¨çë¥  âãà «ìë¥ ç¨á«  a, b, c, d ¬¥ìè¥ ¯à®áâ®£® ç¨á«  p. �ª § «®áì, çâ® ç¨á« 

a4, b4, c4, d4 ¤ îâ ®¤¨ ª®¢ë¥ ®áâ âª¨ ¯à¨ ¤¥«¥¨¨   p. �®ª ¦¨â¥, çâ® a2+b2+c2+d2 ¤¥«¨âáï

  a+ b+ c+ d.

8. �® ªàã£ã à ááâ ¢«¥ë ¥áª®«ìª® ç¨á¥«, áã¬¬  ª®â®àëå ¯®«®¦¨â¥«ì . �à¥¤¨ ¢á¥å áã¬¬

ç¨á¥«, áâ®ïé¨å ¯®¤àï¤, ¢ë¡à «¨  ¨¡®«ìèãî S ¨  ¨¬¥ìèãî s. �®ª ¦¨â¥, çâ® S + s > 0.



�¥áâ®© �¦ë© ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨© âãà¨à

��� "�à«ñ®ª", 12-18.09.2011

�à¥â¨© âãà. �â àâ-«¨£ . 16 á¥âï¡àï 2011 £.

1. � £®à®¤ ¯à¨¢¥§«¨ 30 ¡®ç¥ª ª¢ á . �ïâ¥à® §«®¤¥¥¢ ¯®¤áë¯ «¨ ¢ ®¤ã ¨§ ¡®ç¥ª ï¤. �á«¨

ç¥«®¢¥ª ¢ë¯¨¢ ¥â ª¢ á á ï¤®¬, â® ¢ â¥ç¥¨¨ áãâ®ª ® ã¬¨à ¥â. �«®¤¥¨ ¡ë«¨ ¯®©¬ ë, ¨ £®-

à®¤áª¨¥ ¢« áâ¨ å®âïâ ¢ëïá¨âì, ª ª¨¥ ¡®çª¨ ¬®¦® ¯ãáª âì ¢ ¯à®¤ ¦ã. �«ï íâ®£® ®¨ ¬®£ãâ

¤ ¢ âì ¢ë¯¨âì ª¢ á ¨§ «î¡®© ¡®çª¨ «î¡®¬ã §«®¤¥î. � ª®¥  ¨¡®«ìè¥¥ ç¨á«® ¡¥§®¯ áëå ¡®ç¥ª

¬®¦® ®¯à¥¤¥«¨âì §  ®¤¨ áãâª¨?

2. �¥áá¬¥àâ ï £ãá¥¨æ  ¯®«§¥â ¢¢¥àå ¯® ¤¥à¥¢ã. �á«¨ ª ¯®«ã®ç¨ ®  ®ª §ë¢ ¥âáï ¢ x á¬

®â §¥¬«¨, â® §  á«¥¤ãîé¨¥ áãâª¨ ®  ¯®¤¨¬ ¥âáï ¥é¥   1=x á¬. �¬®¦¥â «¨ ®  ¯®¤ïâìáï  

1 ¬ §  25 «¥â, ¥á«¨ §  ¯¥à¢ë© ¤¥ì ®  ¯®¤ï« áì   1 á¬ ®â §¥¬«¨?

3. �  à ¢®áâ®à®¨© âà¥ã£®«ì¨ª ABC. �  ¯à®¤®«¦¥¨¨ BC §  â®çªã C ¢§ïâ  â®çª 

N . �®çª  M ®âà¥§ª  AC â ª®¢ , çâ® BM =MN . �®ª ¦¨â¥, çâ® AM = CN .

4. � ® ç¥â®¥  âãà «ì®¥ n. �§¢¥áâ®, çâ® ¯à¨ ¥ª®â®à®¬  âãà «ì®¬ k ç¨á«® nk +

nk�1 + : : :+ n+ 1 ï¢«ï¥âáï â®çë¬ ª¢ ¤à â®¬. �®ª ¦¨â¥, çâ® n ¤¥«¨âáï   8.

5. � ª®¥  ¨¬¥ìè¥¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ¯®¤àï¤ ¨¤ãé¨å  âãà «ìëå ç¨á¥«, ¬¥ìè¨å 2011,  ¤®

¢§ïâì, çâ®¡ë ¨å ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¥«¨«®áì   «î¡®¥  âãà «ì®¥ ç¨á«®, ¬¥ìè¥¥ 2011?

6. �®¢¡®¨ �¦®, � àà¨ ¨ �í¬ ¢ ¡ à¥ ¨£à îâ ¢  § àâãî ª àâ®çãî ¨£àã. �¨ ¯¥à¥¬¥è¨¢ îâ

âà¨ ª àâë: âà®©ªã, á¥¬¥àªã ¨ âã§  ¨ à §¤ îâ ¨å ¯® ®¤®©. �â® ¯®«ãç¨« âà®©ªã, â®â ¢ëáâ ¢«ï¥â

¤àã§ìï¬ P ªàã¦¥ª ¯¨¢ , ªâ® á¥¬¥àªã { Q ªàã¦¥ª,   ªâ® âã§  { R ªàã¦¥ª, ¯à¨ç¥¬ P < Q < R.

�®á«¥ ¥áª®«ìª¨å â ª¨å ¨£à (¡®«ìè¥ ®¤®©) ®ª § «®áì, çâ® �¦® ¢ëáâ ¢¨« 20 ªàã¦¥ª, � àà¨

¢ëáâ ¢¨« 10,   �í¬ { ¢á¥£® 9 ªàã¦¥ª. �§¢¥áâ®, çâ® ¢ ¯®á«¥¤¥© ¨£à¥ � àà¨ ¯®«ãç¨« âã§ .

�®¬ã ¢ ¯¥à¢®© ¨£à¥ ¤®áâ « áì á¥¬¥àª ?

7. �®¦® «¨ ª ªãî-¨¡ã¤ì ¥à ¢®¡¥¤à¥ãî âà ¯¥æ¨î ®¤¨¬ ¯àï¬®«¨¥©ë¬ à §à¥§®¬

à §¤¥«¨âì   ¤¢¥ ®¤¨ ª®¢ë¥ ç áâ¨?

8. �®¦® «¨ à áªà á¨âì ª«¥âª¨ ¤®áª¨ 5� 5 ¢ ¤¢  æ¢¥â  â ª, çâ® ¨ª ª¨¥ ç¥âëà¥ ª«¥âª¨,

¯®«ãç îé¨¥áï ¯à¨ ¯¥à¥á¥ç¥¨¨ ¥ª®â®àëå ¤¢ãå áâà®ª ¨ ¤¢ãå áâ®«¡æ®¢, ¥ ¡ë«¨ ¡ë ®ªà è¥ë

¢ ®¤¨ æ¢¥â?


